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Relativistic quantum field theory bound states pose important challenges. In Quantum Chromo-
dynamics, which describes the strong interactions, the derivation of bound state properties from
the first principles of the theory remains an unsolved problem. Even for Quantum Electrody-
namics, accurate calculations of bound states such as the hydrogen atom can be done only in
the rest frame. Present techniques do not allow the evaluation of equal-time wave functions of
relativistically boosted hydrogen atoms. Hence classical relativistic effects such as the contraction
of wave functions under Lorentz boosts are yet to be demonstrated in quantum field theory.
In order to gain a better understanding of bound state properties it is useful to study simpler
models. Important lessons have been learnt from the ’t Hooft model, two-dimensional quantum
chromodynamics in the limit of a large number of colours. In this theory the quark-antiquark
bound state wave functions at equal light-front time x+ ≡ (x0 + x1)/
√
2 satisfy the ’t Hooft
equation, which is exact and can be easily solved numerically.
In this thesis the wave functions of two-dimensional quantum chromodynamics are studied both at
equal light-front time x+ and at equal ordinary time x0. For relativistic states there is no simple
relation between these wave functions. We first review the general Bethe-Salpeter formalism for
bound states. Next we rederive ’t Hooft’s equation using light-front time-ordered diagrams The
time-ordering reveals that quarks moving backward in light-front time decouple, and hence that
the exact wave function contains only quark-antiquark Fock states.
The ’t Hooft model wave functions at equal ordinary time turn out to have a much richer structure,
with contributions from an infinite number of quark-antiquark pairs. The wave functions satisfy
a set of coupled equations, the general solution of which is not known. In order to be able to
study the boost dependence of the wave functions we restrict ourselves to the weak coupling
limit, where backward moving quarks are absent. We demonstrate that the bound state equation
then reduces to the Schro¨dinger equation with a linear potential in any Lorentz frame. The wave
function Lorentz contracts while the mass spectrum is invariant under boosts.
We also study bound states where the backward moving quarks are removed by a change in the i²
prescription of the quark propagators. The wave functions then satisfy a simple equation which
is valid at any coupling. We show that this equation has a hidden Lorentz symmetry, as required
by the Lorentz invariance of the theory. This solution is, however, physical only in the weak
coupling limit due to its unconventional i² prescription.
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Sidottujen tilojen kvanttikentta¨teoreettinen, relativistinen ka¨sittely on haastava ja ta¨rkea¨ on-
gelma. Muun muassa vahvan vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttiva¨ridynamiikassa, sidottujen
tilojen ominaisuudet ovat edelleen ratkaisematta suoraan teorian periaatteista. Jopa yksinker-
taisemmassa kvanttisa¨hko¨dynamiikassa tarkat laskut esimerkiksi vetyatomille onnistuvat vain
systeemin lepokoordinaatistossa, eika¨ aaltofunktiota laskettuna kiintea¨lla¨ ajanhetkella¨ atomin
suhteen liikkuvissa koordinaatistoissa osata nykyisin menetelmin ratkaista. Ta¨ma¨n vuoksi aalto-
funktioiden kontraktiota Lorentz-muunnoksissa kvanttikentta¨teoriassa ei pystyta¨ osoittamaan.
Sidottujen tilojen ominaisuuksien ymma¨rta¨miseksi kannattaa ensin tutkia yksinkertaistettuja
malleja. Kaksiulotteisesta kvanttiva¨ridynamiikasta suuren va¨rien ma¨a¨ra¨n rajalla, ’t Hooftin
mallista, on opittu paljon. Ta¨ssa¨ mallissa kvarkin ja antikvarkin muodostamien sidottujen tilojen
aaltofunktiot, kun kvarkeilla on sama valokartioaika x+ ≡ (x0 + x1)/
√
2, toteuttavat tarkasti
’t Hooftin yhta¨lo¨n, joka pystyta¨a¨n helposti ratkaisemaan numeerisesti.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ tarkastellaan kaksiulotteisen kvanttiva¨ridynamiikan aaltofunktioita seka¨ samalla va-
lokartioajalla x+ etta¨ tavallisella ajalla x0. Relativistisille tiloille na¨illa¨ aaltofunktiolla ei ole
yksinkertaista yhteytta¨. Ensin tarkastellaan yleista¨ Bethe-Salpeter-formalismia sidotuille tiloille.
Seuraavaksi ’t Hooftin yhta¨lo¨ johdetaan ka¨ytta¨en valokartioaikaja¨rjestettyja¨ diagrammeja. Ta¨ssa¨
muodossa na¨hda¨a¨n, miten valokartioajassa taaksepa¨in liikkuvat kvarkit kytkeytyva¨t irti yhta¨lo¨sta¨
ja etta¨ vain kvarkki-antikvarkki-Fock-tila esiintyy Fock-kehitelma¨ssa¨.
Tavallisen ajan mukaan ja¨rjestetyssa¨ formalismissa ’t Hooftin mallin tilojen rakenne osoittautuu
monimutkaiseksi: niissa¨ on a¨a¨retto¨ma¨sti kvarkki-antikvarkkipareja. Aaltofunktiot toteuttavat
epa¨triviaalin yhta¨lo¨ryhma¨n, jonka ratkaisuja ei tunneta. Aaltofunktion muuttumista Lorentz-
muunnoksissa tutkitaan heikon kytkenta¨vakion rajalla, jossa taaksepa¨in liikkuvat kvarkit pois-
tuvat. Sidotun tilan yhta¨lo¨ palautuu ta¨lla¨ rajalla Schro¨dingerin yhta¨lo¨o¨n lineaarisella potenti-
aalilla. Aaltofunktio todella Lorentz-kontraktoituu, kun taas massaspektri osoittautuu Lorentz-
invariantiksi.
Lopuksi tutkitaan tapausta, jossa taaksepa¨in liikkuvat kvarkit poistetaan muuttamalla
kvarkkipropagaattorien i²-sopimusta. Ta¨ssa¨ tapauksessa aaltofunktiot toteuttavat kaikilla
kytkenta¨vakion arvoilla pa¨teva¨n yksinkertaisen yhta¨lo¨n. Silla¨ osoitetaan olevan eksakti Lorentz-
symmetria, kuten teorian Lorentz-invarianssi vaatii. Yhta¨lo¨n voidaan kuitenkin todeta olevan
fysikaalinen vain heikon kytkenta¨vakion rajalla johtuen ka¨ytetysta¨ i²-sopimuksesta.
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